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ニュートンの運動の法則，万有引力の法則
とケプラーの法則
一高二「数学演習」の指導記録一
新　井　正　夫
§1　はじめに
　筆者は，昭和54年度高二「数学演習」（自由選択課目で週2時間，生徒12
名）を担当した．1学期には例年通り電子計算機のプログラミング（パーソナ
ルコンピューター使用）について指導し，2，3学期には標題の教材を扱った．
　ニュートンの運動の法則を前提とすると，ケプラーの第一，第二法則から，
惑星の運動を支配する力はつねに太陽の方向に向き，その大きさは惑星の質量
に比例し太陽からの距離の2乗に反比例することが導かれる．さらに第三法則
を用いれば，この場合の比例定数はどの惑星にも共通な一定値であることが結
論される（以上微分法の応用）．逆に，運動の法則と万有引力の法則とから，ケ
プラーの三法則が統一的に導き出される（積分法の応用）．この事実は三百年も
前にニュートンによって得られた‘古い’ことではあるが，自然科学に微積分学
がいかに役に立つ道具であるかを実感させ得る，高校での最良の教材ではない
かと思う．しかし，これまで実際に扱ってみる機会がなかったのである．
　授業の進め方はいわゆる‘輪講’の形式をとった．テキストを用い，生徒が
順番に担当個所を黒板の前で説明するのである．12人の生徒たちとの2学期
間の勉強を了えてみて，指導上こうすればよかった，ああすればよかったと思
うことはいろいろあるが，この教材自体は素晴らしいものだと今でも思ってい
る．今後のために記録に残しておきたいと考え，この紙面を使わせていただく
ことにした．
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§2　テキストについて
　テキストとして以下の5つの本のそれぞれ一部分を用いた．
　A　科学の事典，項目「曲線と曲面」より　§円錐曲線．岩波書店，pp．627
－630．
　B　数学ll　B（昭和42年版教科書），第H章「平面図形と座標」より．東京書
籍，　pp．48－64．
　C　宮島竜興著　力学1，第1章「運動と力」より§5惑星の運動，朝倉書
店，PP．　45－56．
　D　数学皿（現高三使用中教科書），東京書籍．
　E　小松勇作著　自然科学と数学，第2章「質点の力学」より§7惑星の運
動，小山書店，1955年，PP．74－84．（絶版）
　5冊の本を用いたのは，この教材の内容をすべてふくんだ高校生向きの本が
見当たらなかったからであり，不便もあったが，それが逆に利点ともなった．
すなわち，一般に書物によって記号の用いかたや概念の定義のしかたが異って
いることがあり，本を読むときにはそのことに留意する必要があることを体験
させることができた．
　Aは中高校生向きに編集されている事典で，円錐曲線については5ページ足
らずの中にその重要な性質がもれなく記されている（弥永昌吉教授執筆）．事典
の性質上計算の細部は省略されているが，それはテキストとするのにかえって
好都合なことであった．そこは担当した生徒に補わせた．Bは‘極座標による
円錐曲線の表し方’を学ぶために用いた（現在の数ll　B　fy科書には‘極座標’がない）．
Cは，ケプラーの法則から引力の逆2乗法則を導くために使い，Eは逆に，万
有引力の法則からケプラーの法則を導くために用いた．Dは数学的準備のため
であった．
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§3輪講の実際
　第1時～第5時テキストA
　第1時（生徒a）．円錐曲線の3種の定義：
　（i）　円錐面と平面との交線としての楕円，双曲線，放物線の定義．
　（ii）　2定点からの距離の和（差）が一定な点の軌跡としての楕円（双曲線）
の定義．
　（iii）　定点（≡焦点）と定直線（≡準線）とからの距離の比が一定値（…離心率）
である点の軌跡としての楕円，双曲線，放物線の定義．
　（生徒b）．定義（i），（ii）の同値性の証明（楕円にっいて）．
　第2時（生徒b）．定義（i），（iii）の同値性の証明（楕円にっいて）．
　第3時（生徒c）．（iv）円を一定方向に一定の割合で縮小して得る図形とし
ての楕円の定義．定義（ii）から楕円の方程式xz／a2＋orZ／bZ＝1を導くこと．
（ii），（iv）の同値性．焦点（±～／aZ－b2，0），準線x＝±a2／・／a2－b2，離心
率θ一～／a2－b・／a．
　第4時（生徒d）．定義（ii）から双曲線の方程式x2／α2一プ／b2　＝・1を導く
こと．双曲線の焦点（±～／a2＋b2，0），準線x＝±a2／～／〆＋b2，離心率e＝
4グ＋b2／a．共役双曲線，漸近線，直角双曲線．
　レポート問題出題：「双曲線上の点から両漸近線に平行線を引いたときにで
きる平行四辺形の面積は一定値ab／2であることを証明せよ」（3週後提出）．
　第5時前半（生徒e）．放物線の方程式．2次曲線ax2＋bay＋cy2＋dx＋ey
＋f＝O，（a2＋ゲ＋c2eFO）の分類．
　第5時後半～第10時前半テキストB．
　第5時後半（生徒f）．曲線の媒介変数による表し方．
　（生徒g）．時間tの関数として運動する物体の位置を表すこと．等速円運動
する物体：x・＝・　a・cos・tet，　or・・asin　Ut．放物体：x・・at，　y＝bt－4．9彦2．
　第6時（生徒h）．極座標．極，始線，動径，偏角の定義．直角座標との関係．
　第7時（生徒i）．図形の極方程式．円：rma，放物線：．r・・2p（1＋◎osの一’1．
　　　　　　　　　　　　　　一一17一
　第8時（生徒j）．円錐曲線の定義（iii）から楕円，双曲線の方程式：ゴ／a・
＋プ／う2＝1，x2／a2－bl2／う2＝1を導くこと．
　第9時（生徒k）．円錐曲線の定義（iii）から極方程式：r＝＝2ep（1＋ecosθ）『1
を導くこと．
　第10時（生徒1）．問題演習，
　第10時後半～第18時テキストC，D．
　第10時後半（生徒a）．ケプラーの三法則とその発見の歴史．
　第11時（生徒e），limsin　x／x＝・1，（sinx）’＝cos・x，（cosκ）’＝一・sin　xの証
　　　　　　　　　　X→0
明．
　（生徒f）．合成関数の微分．
　第12時（生徒b）．等速円運動の加速度．
　　に1：諺　｛1：盤：；：二：：1
加速度は中心を向いており，大きさはA＝》が＋夕2　・・　ca2a．
　第13時（生徒c）．楕円の極方程式（第9時の復習）．楕円の面積認παうの計
算．
　レポート問題出題：「（i）テキストA，B，　Cの記号の対照表をつくれ．（ii）
ゆ　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　う
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ウ　うa，bを2辺とする平行四辺形の面積を8とするとき，　S’・1al21bl2－（a，の
となることを証明し，これを用いて前回のレポート課題を解け」
　第14時（生徒d）．面積速度S』　h／2，h　＝・　r2θ．
　第15時（3学期の最初の授業時間）．これまでの復習．
　第16時（生徒h）．任意の軌道上を運動する物体の加速度（極座標使用）．r
方向成分：A。＝r－rθ2，θ方向成分：A，＝　2ie＋rθ　・＝　hr”1．面積速度が一定な
らばAe’＝Oで加速度はrの方向に向く．
　第17時（生徒i）．商の微分法．
　（生徒1）．面積速度一定で楕円軌道をえがく物体の加速度は焦点に向かい，
その大きさは距離の2乗に反比例する：・4θ＝0，A．　＝・　一　h2ab『2r－2．
　第18時（生徒j）．ケプラーの法則にもとついて得られる結果：惑星の加速
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度は太陽からの距離だけできまり，つねに太陽の方向に向き，その大きさは太
陽からの距離の2乗に反比例する：A。＝－4π2k－1ブ2（kはケプラーの第三法則に
おける比例定数で，k＝T2a－s）．
　（生徒k）．ニュートンの興奮（逸話）：地球の影響下にある月の運動と，地上
のりんごに作用する重力について，計算により逆2乗法則を検証．
　第19時～第27時テキストE．
　惑星の運動平面上に，太陽を原点とする直角座標をとり，時刻tにおける惑
星の位置を，（X，or）とする．太陽の質量をM，惑星の質量をmとし，万有
引力の法則を仮定する．
　第19時（生徒a）．惑星の運動方程式
（1）di・・＝一ゐM多・夕一一ゐM貴　（r－・／x2＋y2）
よりエネルギ・・一積分
（・）号（が＋プ）一攣一E
を導くこと．
　第20時（生徒b）．惑星の運動方程式（1）より面積積分
　（3）　　xy一ツX＝h
を導き，面積速度が一定値h／2である（ヶプラーの第二法則）ことを示す．
　（生徒c）．エネルギー積分（2），面積積分（3）よりtを消去し
（・）告｛髪（謝＋委｝一単嘉
を導く．
　第21時（生徒k）．逆三角関数の微分：
　　　（…’・x）’＝・V、差7（…－i・）’・＝－Vitl，iF、－2i（t・n”・）’一、S．2
および積分・∫》舞一…嗜＋C
第22時（生徒d）．（4）においてρ　＝＝　r’iとおき，積分して円錐曲線の方程式
　　　　　　　　　　　　　一19一
（・）r－、＋諭一。。）（1壱・一》・＋講）
を導く．
　第23時（生徒e）．ξ　＝＝　r　cos（θ一θ。），η＝7sin（θ一θ。）とおき，（5）をξη直角
座標系の方程式
　（6）　　（1－e2）ξ2十2elξ＋η2＝＝　12
になおす．0≦e〈1のとき⑥より楕円の方程式
　　　（ξ＋ae　a2）2＋多一・（a・・＝、与・－Vil）
を導く．
　第24時（生徒f）．e＞1のとき（6）より双曲線の方程式
　　　（ξ一ae　a2）2－91－・（・一美f・一》め
を導く．e＝1のとき（6）より放物線の方程式
　　　η2＝一　21ξ＋12
を導く．仮定e＜1すなわちE＜0のもとで，ケプラーの第一法則を結論する．
　第25時（生徒9）．惑星の公転周期丁。
　　　T＿．a迦」迦亟＿2・・》互
　　　　　　h　　　　h　　　　　　　　～／EM
を導き，ケプラーの第三法則が成り立つことを示す．
　（生徒h）．
　　　E垂・昌陛2讐轍｛簸
　レポート問題出題：「（i）地球の公転周期，軌道半径，万有引力定数から太
陽の質量を計算せよ．（ii）楕円の一方の焦点に光源があるとする．光が楕円
の壁に当たって反射するとき，他方の焦点を通ることを証明せよ」
　第26時（生徒i）．惑星はそれと太陽との重心のまわりで，楕円に極めて近
い軌道をえがくこと．
　ハレー彗星の軌道，周期について．
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　（生徒1）．地球の重力の加速度gの値を，月の公転周期，地球の半径，地球
から月までの距離から計算すること（第18時の復習）．
　人工静止衛星の地表からの距離の計算．
　第27時（生徒j）．等速円運動の加速度（第12時（テキストc）と内容は同じ
だが，扱い方は異る）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　一以上一
　§4反　　　省
　この教材の指導を了えて，12人の生徒たちに次のアンケートを求めた．
　「ニュートンの運動の法則，万有引力の法則とケプラーの法則」につい
ての授業記録を残したいと思っているので，以下に書いて下さい．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　氏名（　　　　　　　）
A．○でかこんで下さい．
　1．①むずかしかった　②やさしかった　③①，②の中間
　2．①　興味深かった　　　②　つまらなかった　　③　①，②の中間
B．感想．
アンケートAについての集計結果は次の通り．
1
2
①むずかしかった
　　　6名
①興味深かった
　　　5名
②やさしかった
　　　0
②つまらなかった
　　　4名
③　①，②の中間
　　　6名
③　①，②の中間
　　　3名
生徒たちの回答を以下にそのまま記すことにする．
（生徒a）　A．1．③，2．①
B．テストはするべきだと思います．その方が身になるし生徒も勉強しますから．
〈生徒b）　A．1．③，2．①
B．Keplerの法則を導くところがむずかしかった．自分のやった所しか身になってい
ないような気がする．
〈生徒c）A．1．③，2．①
B．Keplerの法則からNewtonの万有引力の法則を出すところは理解できたが，逆に
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万有引力の法則からKeplerの法則をみちびくのはむつかしかった．進みかたがはやか
った．もっとゆっくり深く勉強するべきだったと思う．
（生徒d）A．1．①，2．③
B．1学期のコンピューターはわりと楽しかったのですが，2・3学期はとても難しく，
あまり理解できませんでした．
（生徒e）A．1．①，2．③
B．最後のいろいろな法則はとても面白かったのですが，何をやってきたかといわれる
と，あまり身についていないのです．法則自体あまり覚えていないし……．でも，身
につく身につかないなどということを別にすれば，一度は法則をほんとうに理解できた
ということは，いい経験だったと思っています．
（生徒f）A．1．①，2．②
B．むずかしすぎてついていけなかった．
（生徒9）A．1．③，2．②
B．とりあげた題材はよかったけれど，一つのものを証明するのに何日も時間がかかっ
て前のことを忘れてしまうしまっでした．1学期のコンピューターはものすごくおもし
ろくてよかった．
（生徒h）A．1．③，2．①
B．いろいろ自主的に調べてみる機会ができてよかった．
（生徒五）A．1．①，2．②
B．むずかしかったです．一時間一時間の式などの説明は分かったけれど，バラバラで
結局身になっていなかった．全体が分かればとても楽しかったと思う．一学期のコンピ
ューターはとても楽しかったです．
（生徒j）A．1．①，2．③
B．慣れていないような事で少しとまどったが，自分で式の意味をよく考え，証明して
いくようなことをして，よく自分で考えるということを学んだと思う．数学があらゆる
自然現象に深く関係していることを知り，数学がなぜあるかが少しわかった・
（生徒k）A．1．①，2．②
B・テストがなくてレポートだったので，ついなまけてしまう事が多かった．自分の当
たった場所はとてもまじめにかっ熱心にやったけれど，他の人の所はついなまけてしま
った．一学期，コンピューターの時は面白かった．
（生徒1）　A．1．③，2．①
B・高一で地学を選択したので，NewtonとKeplerは知っていましたが，彼らの発見
した法則の関係をきちんと証明したわけではなかったので，今になって真底理解できる
ようになって嬉しかったです．
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　生徒の感想の中から次の指導の機会には改善したい諸点が浮かび上がってく
る．指導の時期は高二よりもやはり高三，時間数ももう少し多く，（50分×30
回）ぐらいかけてじっくりやりたい，等等．
§5　おわりに
　将来，理科系の方面に進みたいと思っている生徒たち，とくに学習院大学理
学部進学を希望している人たちのために，高二や高三の「数学演習」で扱う主
題をよく考えて選びたいと思う．原則的には，授業の担当者が興味を感じ，生
徒の学力に相応の主題で生徒も興味を持ち得るものなら何でもよく，この意味
で今回の「ニュートン力学とケプラーの法則との関連」はよかったと思ってい
る．筆者に次の機会が与えられたならば，そのときは，「平面非ユークリッド
幾何学の初等的な取扱い」と，いわゆる「三大作図不能問題」のどちらかを選
んで主題としたいと考えている．
　追記　最近，東大の杉浦教授（数学）も「高校での微積分の最後には，ケプ
ラーの法則とニュートン力学の関連を教材にすることが考えられる．……この
ヶプラーの法則とニュートンの法則の間の関連は，変化の解析としての微積分
法の初歩における最もよい教材だと考えられる」（杉浦光夫「なぜ数学を教えるの
か」r数学セミナー』増刊「数学と教育」58ページ，1980年4月，日本評論社）と書い
ておられることを知り，意を強くした．
o
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